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Sunto: La teoria delle iperstrutture algebriche, sviluppatasi soprattutto negli 
ultimi 40 anni, generalizza il concetto di struttura algebrica, prevedendo la 
possibilità di avere operazioni a più risultati. Le Geometrie Join forniscono un’utile 
generalizzazione della Geometrie Euclidea e della Geometria Proiettiva, mettendo 
in risalto analogie fra diverse Geometrie. Recentemente si è visto che le Geometrie 
Join sono un particolare tipo di iperstruttura algebrica e ciò ha portato ad ottenere 
una importante unificazione dei concetti algebrici e geometrici. Un ulteriore 
risultato è l’interpretazione in termini di Geometrie Join delle Probabilità 
Soggettive Coerenti e ciò ha portato a vedere le Geometrie Join come possibili 
strumenti per la misura dell’incertezza e quindi per poter prendere decisioni in 
condizioni di incertezza. In questo lavoro si presentano le idee fondamentali di 
queste teorie, evidenziando come esse permettono di avere una visione unitaria di 
vari rami della matematica.  
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Parole Chiave: Iperstrutture algebriche. Geometrie Join. Decisioni in 
condizioni di incertezza. 

 
Abstract: The theory of algebraic hyperstructures, developed especially in the 

last 40 years, generalizes the concept of algebraic structure, providing for the 
possibility of having operations with multiple results. Join Geometries provide a 
useful generalization of Euclidean Geometries and Projective Geometries, 
highlighting similarities between different Geometries. Recently it has been seen 
that Join Geometries are a particular type of algebraic hyperstructure and this has 
led to obtaining an important unification of algebraic and geometric concepts. A 
further result is the interpretation in terms of Join Geometries of Coherent 
Subjective Probabilities and this has led to seeing Join Geometries as possible tools 
for measuring uncertainty and therefore for being able to make decisions under 
conditions of uncertainty. In this work the fundamental ideas of these theories are 
presented, highlighting how they allow us to have a unified vision of various 
branches of mathematics. 

 
Keywords:  Algebraic hyperstructures. Join geometries. Decisions under 

conditions of uncertainty.. 
 
 
 
1 - Introduzione  

La teoria delle iperstrutture algebriche è nata con il lavoro 
di Marty (1934) al VIII Congresso dei matematici scandinavi 
ed è stata sviluppata negli ultimi 40 anni. 

Nel libro Prolegomena of hypergroup theory (Corsini, 1993) 
sono stati presentati tutti i risultati fondamentali sulle 
iperstrutture algebriche fino al 1992. Un particolare rilievo è 
dato al concetto di “ipergruppo” che è una iperstruttura 
algebrica soddisfacente a proprietà che sono una 
generalizzazione di quella di “gruppo” in algebra.  



Antonio Maturo      Nuove prospettive in Algebra, Geometria e Teoria delle Decisioni 
 

135 

 

Una dettagliata presentazione dei risultati ottenuti fino al 
2003 è in (Corsini, Leoreanu, 2003). Ulteriori risultati e 
approfondimenti sono in molti lavori scientifici, ad es., in 
(Vougiouklis, 1994, 1999, 2008). 

Un approccio originale e generale allo studio della 
geometria, basato sul concetto di “connessione” fra coppie di 
punti si trova nel testo di base "Join Geometries" di Prenowitz 
e Jantosciak (1979), che partendo dalle idee di Euclide e poi di 
Hilbert, le generalizza introducendo una geometria 
indipendente dalla dimensione dello spazio. 

Collegando le idee sulle iperstrutture algebriche con quelle 
delle geometrie join, che in italiano chiameremo “geometrie di 
connessione”, si ottiene una visione interdisciplinare di 
geometria e algebra, per mezzo del concetto di “spazio join”, 
in italiano “spazio di connessione”. Le geometrie di 
connessione sono definite come spazi di connessione 
soddisfacenti alcuni assiomi aggiuntivi.  

Rientrano fra gli spazi di connessione le geometrie 
proiettive, nella loro definizione più generale (Beutelspacher, 
Rosembaum, 1998), che comprendono in particolare la 
geometria proiettiva basata sul piano o lo spazio euclideo e le 
geometrie proiettive finite.  

Lo studio delle applicazioni delle iperstrutture algebriche al 
trattamento dell’incertezza e ai problemi decisionali in 
Architettura e nelle Scienze Sociali inizia con una serie di 
conferenze tenute, su invito di Franco Eugeni e Antonio 
Maturo, presso la Facoltà di Architettura di Pescara da 
Giuseppe Tallini nel 1993, sulle iperstrutture algebriche da un 
punto di vista geometrico.  
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Tale tema è stato trattato in vari congressi AHA (Algebraic 
Hyperstructures and Applications) nonché in vari seminari e 
conferenze a Chieti e Pescara con Tallini e Piergiulio Corsini 
dal 1994 al 2014. Ad esempio, nel dicembre 1994 a Chieti e 
nell'ottobre 1995 a Pescara, Corsini, Eugeni e Maturo hanno 
organizzati due convegni su "Iperstrutture algebriche e loro 
applicazioni in crittografia, geometria e trattamento 
dell'incertezza" con cui è stato avviato lo studio sistematico 
delle applicazioni delle iperstrutture algebriche 
all’Architettura e alle Scienze Sociali. 

In (Corsini, 1994) si dimostra che gli insiemi fuzzy sono 
particolari ipergruppi. Questo fatto ci porta ad esaminare le 
proprietà delle partizioni fuzzy dal punto di vista della teoria 
degli ipergruppi. In particolare, le classificazioni crisp e fuzzy 
possono essere ben rappresentate da ipergruppi.  

Alcuni risultati su questo argomento e le applicazioni in 
Architettura si trovano nei lavori di Ferri e Maturo (1997, 1998, 
1999a, 1999b, 2001a, 2001b). Applicazioni delle iperstrutture in 
Architettura sono anche in (Dramalidis, Vougiouklis, 2012). 

Applicazioni delle iperstrutture al trattamento 
dell’incertezza sono in (Doria, Maturo, 1995, 1996; Maturo, 
2006, 2008a, 2008b, 2009; Maturo, Squillante, Ventre, 2010), in 
cui sono rappresentate le probabilità coerenti e altre misure di 
incertezza per mezzo di spazi join. 

Un nuovo trend di ricerca riguarda le applicazioni delle 
iperstrutture algebriche alle scienze sociali. Vougiouklis, 
(2009), propone le iperstrutture algebriche come modelli nelle 
scienze sociali; Hoskova-Mayerova e Maturo analizzano le 
relazioni sociali ed i comportamenti del gruppo sociale con set 
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fuzzy e Hv-structures (2013, 2014) e introducono alcune 
generalizzazioni degli indici di Moreno. 
 

 

2 - Le iperstrutture algebriche: un ponte fra 
algebra e geometria 

2.1 Definizioni fondamentali sulle iperstrutture 
algebriche 

Ricordiamo alcune delle principali definizioni sulle 
iperstrutture algebriche, che verranno applicate in questo 
articolo per costruire gli spazi join e le geometrie join. Si vedrà 
anche come le iperstrutture algebriche possono essere utili per 
la rappresentazione dell’incertezza, in particolare per ottenere 
un originale inquadramento di alcuni concetti di logica e 
probabilità soggettiva e per qualche applicazione in 
Architettura. 

Per ulteriori dettagli sulla teoria iperstrutture algebriche, 
rinviamo ai testi (Corsini, 1993; Corsini, Leoreanu, 2003; 
Vougiouklis, 1994, 1999). Una presentazione elementare della 
teoria, che mostra come le iperstrutture algebriche sono un 
ponte fra Algebra e Geometria, si trova in (Di Gennaro, 
Maturo, 2002; Maturo, 2008b). 
 

Definizione 2.1  Sia H un insieme non vuoto e sia ℘*(H) la 
famiglia di sottoinsiemi non vuoti di H. Si definisce 
iperoperazione in H una funzione σ: H×H → ℘*(H), che ad 
ogni coppia ordinata (a, b) di elementi di H associa un 
sottoinsieme non vuoto di H, indicato con aσb. La coppia (H, 
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σ) si dice ipergruppoide con supporto H e iperoperazione σ. 
L’insieme aσb si dice iperprodotto di a e b, nell’ordine, rispetto 
all’iperoperazione σ oppure, brevemente, σ-iperprodotto di a 
e b. 

Se A e B sono sottoinsiemi non vuoti di H, si pone AσB = ∪ 
{aσb: a∈A, b∈B}. Inoltre, ∀a, b∈H, si pone aσB = {a}σB e Aσb = 
Aσ{b}. 

 
Definizione 2.2 Un ipergruppoide (H, σ) si dice: 
Commutativo, se ∀a, b∈H, aσb = bσa; 
Associativo, se ∀a, b, c∈H, (aσb)σc = aσ(bσc); 
Riproducibile, se ∀a∈H, aσH = H = Hσa; 
Idempotente, se∀a∈H, aσa={a}; 
Aperto, se ∀a, b∈H, a ≠b, aσb ∩ {a, b} = ∅;  
Chiuso, se ∀a, b∈H, aσb ⊇ {a, b}.  
 
L’ipergruppoide (H, σ) si dice semi-ipergruppo se è 

associativo, quasi-ipergruppo se è riproducibile, ipergruppo se è 
sia un semi-ipergruppo sia un quasi-ipergruppo.  

Se, per ogni a, b∈H, aσb si riduce ad un singleton, allora la 
coppia (H, σ) si riduce ad un classico gruppoide. In particolare 
si riduce a un semigruppo, quasigruppo e gruppo se (H, σ) è, 
rispettivamente, semi-ipergruppo, quasi-ipergruppo, 
ipergruppo. 

Se (H, σ) è un quasi-ipergruppo commutativo si può 
definire la σ-divisione come l’iperoperazione /σ : (a, b)∈H×H 
→ a /σ b = {x∈H: a∈bσx}.  
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2.2 - Iperstrutture algebriche e spazi geometrici 

Dal punto di vista geometrico, dato un ipergruppoide (H, 
σ), gli elementi di H si dicono punti e gli iperprodotti aσb si 
dicono blocchi. Indichiamo con B l’insieme di tutti i blocchi.  

Si considerano le seguenti relazioni, simmetriche e 
riflessive, in H∪B: 

(incidenza sinistra Is) ∀a, b∈H, ∀B, C∈B,  
a Is B  se e solo se esiste  x∈H: aσx = B;  
B Is a  se e solo se  a Is B; 
a Is b ⇔ a = b;  B Is C ⇔ B = C.  
(incidenza destra Id) ∀a, b∈H, ∀B, C∈B, 
a Id B se e solo se esiste x∈H: xσa = B;  
B Id a  se e solo se  a Id B; 
a Id b ⇔ a = b;  B Id C ⇔ B = C.  
(incidenza I) ∀a, b∈H, ∀B, C∈B, 
a I B se e solo se  a Is B oppure  a Id B; 
a I b ⇔ a = b;  B I C ⇔ B = C.  
 
Se l’ipergruppoide (H, σ) è commutativo allora Is = Id = I 

coincidono. Si ottiene allora uno spazio geometrico (H, B, I), 
detto spazio geometrico associato a (H, σ). Inoltre, si dice che i 
punti a e b sono incidenti con il blocco aσb e viceversa il blocco 
aσb è incidente con a e b.  

Viceversa, se (H, B, I) è uno spazio geometrico e vale 
l’assioma: 

(A1) dati due punti a, b distinti, esiste un solo blocco B(a, b) 
incidente con a e b; 

allora si può definire l’iperoperazione σ: (a, b)∈H×H → B(a, 
b)∈℘*(H). 
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Esempio 2.1. Sia H = Rn. Se poniamo  
aσb uguale al segmento aperto di estremi a e b, per  a ≠ b; 
aσa = {a}; 
la coppia (H, σ) è un ipergruppo commutativo e 

idempotente.  
In particolare:  
per a ≠ b, a /σ b è la semiretta aperta di origine a non 

contenente b; 
a /σ a = {a}; 
la retta passante per due punti distinti a, b è l’unione degli 

insiemi, a due a due disgiunti, aσb, a /σ b, b /σ a, a /σ a, b /σ 
b. 

Se a, b, c sono tre punti distinti di H non allineati allora 
(aσb)σc = aσ(bσc) è l’insieme dei punti interni del triangolo di 
vertici a, b, c. 

Lo spazio geometrico (H, B, I) associato a (H, σ) si dice 
spazio euclideo aperto di dimensione n.  

 
Fig. 1 
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Esempio 2.2. Sia H = Rn. Se poniamo aσb uguale al 
segmento chiuso di estremi a e b allora la coppia (H, σ) è un 
ipergruppo commutativo e idempotente. In particolare:  
• per a ≠ b, a /σ b è la semiretta chiusa di origine a non 

contenente b; 
• a /σ a = H; 
• la retta passante per due punti distinti a, b è l’unione degli 

insiemi, aσb, a /σ b, b /σ a, e risulta a /σ b ∩ b /σ a =  ∅; 
aσb ∩ a /σ b = {a}; aσb ∩ b /σ a = {b}; 

• (aσb)σc = aσ(bσc) è l’insieme dei punti del triangolo chiuso 
di vertici a, b, c (degenere se i punti sono allineati). 

 

Lo spazio geometrico (H, B, I) associato a (H, σ) si dice 
spazio euclideo chiuso di dimensione n. 
 

Esempio 2.3.  Sia H = Rn. Se poniamo  
 

• aσb uguale alla retta passante per a e b, per  a ≠ b; 
• aσa = {a}; 
 

la coppia (H, σ) è un quasi-ipergruppo commutativo e 
idempotente.  

Se a e b sono punti distinti, allora a /σ b = aσb, mentre a /σ 
a = H. 

Se a, b, c sono tre punti distinti di H non allineati allora 
(aσb)σc è l’insieme dei punti del piano Π passante per a, b, c 
con esclusione della retta per c parallela alla retta aσb, mentre 
aσ(bσc) è l’insieme dei punti di Π esclusi i punti della retta per 
a parallela a bσc. Non vale la proprietà associativa. 
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Lo spazio geometrico (H, B, I) associato a (H, σ) è lo spazio 
affine a n dimensioni sui reali. 
 

Esempio 2.4. Sia H = Rn∪Π∞, dove Π∞ è l’iperpiano formato 
dai punti impropri di Rn, Se poniamo  

 
• aσb uguale alla retta passante per a e b, per  a ≠ b; 
• aσa = {a}; 
 

la coppia (H, σ) è un ipergruppo commutativo e 
idempotente.  

Anche per questo ipergruppo, se a e b sono punti distinti, 
allora a /σ b = aσb. Inoltre  a /σ a = H. 

Se a, b, c sono tre punti distinti di H non allineati allora 
(aσb)σc = aσ(bσc) è l’insieme dei punti del piano proiettivo 
per a, b, c. 

Lo spazio geometrico (H, B, I) è lo spazio proiettivo a n 
dimensioni sui reali. 
 

2.3 - Iperstrutture algebriche non commutative e spazi 
geometrici orientati 

Se l’ipergruppoide (H, σ) non è commutativo allora le 
relazioni Is e Id non coincidono. Estendendo le notazioni anche 
al caso non commutativo, possiamo dire che l’ipergruppoide 
(H, σ) individua lo spazio geometrico orientato (H, B, Is, Id), in 
cui ogni blocco aσb, con a ≠ b, ha primo estremo a e secondo 
estremo b.   
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Esempio 2.5  Sia H = Rn. Se poniamo  
• aσb uguale al segmento semiaperto [a, b) di estremi a e b, 

per  a ≠ b; 
• aσa = {a}; 
 

lo spazio geometrico orientato associato (H, B, Is, Id) è lo 
spazio euclideo a n dimensioni, in cui ogni segmento [a, b) è 
considerato orientato nel verso che va dal punto a al punto b. 
 

Esempio 2.6 Sia H = Rn. Se poniamo  
 

• aσb uguale alla retta passante per a e b, orientata nel verso 
dal punto a al punto b, per a≠b; 

• aσa = {a}; 
 

lo spazio geometrico orientato associato (H, B, Is, Id) è lo 
spazio affine a n dimensioni sui reali, in cui ogni retta aσb è 
considerata orientata nel verso che va dal punto a al punto b. 

Usualmente, considerando un ipergruppoide (H, σ) da un 
punto di vista geometrico, si richiede che esso sia almeno un 
quasi-ipergruppo commutativo e idempotente. Inoltre ogni 
elemento, di H o di B, è incidente con se stesso. 
Preferibilmente si richiede che sia un ipergruppo, ossia che 
valga anche la proprietà associativa. 

Se non vale la proprietà associativa, come accade per gli 
spazi affini, si richiede che almeno valga la seguente: 

(Debole associatività)  ∀a, b∈H, (aσb)σc ∩ aσ(bσc) ≠∅. 
Lo studio delle iperstrutture debolmente associative è stato 

portato avanti soprattutto da Vougiouklis in vari lavori (1994, 



Periodico di Matematica (IV) Vol. V (3) settembre 2023, ISSN: 2612-6745 
 

144 

 

1999, 2008). Applicazioni di tali iperstrutture alla logica e alla 
probabilità sono in (Doria, Maturo, 1995, 1996). 
 

3 - Geometria Euclidea, Geometria Proiettiva e 
Geometria Join   

3.1 Spazi join e geometrie join 

I concetti su spazi join e geometrie join sono stati introdotti 
nel testo di base "Join Geometries" di Prenowitz e Jantosciak 
(1979). Successivamente, con l’avvento e la diffusione della 
teoria delle iperstrutture algebriche, le definizioni sono state 
rielaborate utilizzando la terminologia degli ipergruppoidi. 
Fondamentale è la seguente definizione: 

Definizione 3.1. Un ipergruppo (H, σ) è detto spazio join (o 
spazio di connessione) se: 

(1)  (H, σ) è commutativo e idem potente; 

(2)  vale la seguente proprietà di incidenza: 

∀a, b, c, d ∈ H,  a /σ b ∩ c /σ d ≠ ∅ ⇒ a σ d ∩ b σ c 
≠ ∅. 

Definizione 3.2. Un join space (H, σ) è detto geometria join (o 
geometria di connessione) se vale anche la proprietà: 

(3)  (/σ - idempotenza) ∀a∈H, a /σ a = {a}. 
Si può verificare il seguente: 
Corollario 3.1. Uno spazio join (H, σ) è una geometria join 

se e solo se è aperto. 
La seguente definizione introduce un ordinamento: 
Definizione 3.3 Diciamo che uno spazio join (H, σ) è 

ordinato se: 
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(4)  ∀a, b, c∈H, (a∈bσc, b∈aσc) ⇒ a = b. 
Per analogia con gli spazi euclidei un iperprodotto aσb di uno 
spazio join ordinato può essere chiamato σ-segmento o 
semplicemente segmento se l’iperoperazione σ è sottointesa. 

Corollario 3.2. In uno spazio join ordinato gli insiemi aσb e 
a /σ b hanno in comune al più il punto a. 

Dimostrazione. Sia x∈aσb. Se x∈a /σ b allora a∈xσb. Per la 
(4) segue che a = x. 

Per il corollario precedente, la situazione opposta a quella 
di spazio join ordinato è data dalla seguente definizione: 

Definizione 3.4 Diciamo che uno spazio join (H, σ) è uno 
spazio di rette se: 

(5)  ∀a, b∈H, a ≠ b, aσb = a /σ b. 
Per analogia con gli spazi affini e proiettivi sui reali, in uno 

spazio di rette l’iperprodotto aσb è detto σ-retta per i punti a, b 
o semplicemente retta se l’iperoperazione σ è sottointesa. 
 

3.2 - Gli spazi geometrici euclidei come spazi join 

Lo spazio euclideo aperto  
Consideriamo lo spazio euclideo aperto dell’esempio 2.1, in 

cui H = Rn, aσb è uguale al segmento aperto di estremi a e b, 
per  a ≠ b; aσa = {a}. (H, σ) è commutativo e idempotente e la 
proprietà di incidenza (∀a, b, c, d ∈ H,  a /σ b ∩ c /σ d ≠ ∅ ⇒ 
a σ d ∩ b σ c ≠ ∅) si riduce all’assioma di Pasch, descritto dalla 
seguente figura, in cui: 
• a /σ b è la semiretta aperta di origine a non contenente b; 
• c /σ d è la semiretta aperta di origine c non contenente d; 
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• a σ d  e  b σ c sono, rispettivamente, i segmenti aperti ad,  
bc; 

• se le due semirette si incontrano in un punto x, allora i due 
segmenti si incontrano in un punto y. 

L’assioma di Pasch introduce l’ordine nella geometria 
euclidea. La figura 3.2 si interpreta come: 

“Dato un triangolo xbc e una retta, non passante per nessun 
vertice del triangolo, che interseca un lato xb del triangolo 
internamente in un punto a, allora tale retta interseca gli altri due 
lati uno internamente, in un punto y e l’altro esternamente in un 
punto d.” 

In conclusione lo spazio euclideo aperto è uno spazio join 
aperto e ordinato, e, per il corollario 3.1, è una geometria join. 

 
Lo spazio euclideo chiuso 
Consideriamo lo spazio euclideo chiuso dell’esempio 2.2, in 

cui H = Rn, aσb è uguale al segmento chiuso di estremi a e b. 
Anche in questo caso (H, σ) è commutativo e idempotente e la 
proprietà di incidenza si riduce all’assioma di Pasch. Quindi 
(H, σ) è uno spazio join chiuso e ordinato. In base al corollario 
3.1 non è una geometria join.  

 
Fig. 2 
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Osservazioni critiche 
Le proprietà degli spazi euclidei portano a considerare gli 

spazi join ordinati come spazi geometrici che generalizzano 
gli spazi euclidei conservando le loro proprietà intuitive più 
importanti. Gli spazi join possono trovare applicazioni 
significative se si studiano geometrie ottenute con 
“deformazioni” dello spazio euclideo, ad esempio in contesti 
della Fisica o delle Scienze Sociali.  

La definizione di geometria join, basata sugli spazi join 
aperti, sembra dare una risposta al millenario problema se è 
opportuno considerare aperti o chiusi i segmenti della 
geometria euclidea. Considerandoli aperti molte 
dimostrazioni si semplificano. In generale, considerando spazi 
join aperti sembra che le teorie si semplifichino ed inoltre si 
escludono casi banali di iperprodotti aσb che non contengono 
punti diversi dagli estremi. 
 

3.3 - Gli spazi proiettivi sui reali come spazi join 

Consideriamo lo spazio proiettivo dell’esempio 2.4, in cui 
H = Rn∪Π∞, dove Π∞ è l’iperpiano formato dai punti impropri 
di Rn, aσb è uguale alla retta passante per a e b, per  a ≠ b; aσa 
= {a}.  

La coppia (H, σ) è un ipergruppo chiuso, commutativo e 
idempotente. Per ogni coppia (a, b) di punti distinti aσb = a \σ 
b è la retta passante per i punti a, b.  

Vale l’assioma di incidenza che si riduce all’assioma di 
Veblen-Young: 

“Siano a, b, c, d quattro punti distinti. Se la retta ab interseca la 
retta cd, allora la retta ac interseca la retta bd” 
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La figura 3.2 rappresenta anche l’assioma di Veblen-Young, 
con un diverso significato rispetto all’assioma di Pasch. 

In conclusione, lo spazio proiettivo sui reali di dimensione 
n è uno spazio join chiuso. Non è una geometria join. Inoltre, 
poiché per ogni coppia (a, b) di punti distinti aσb = a \σ b, 
esso è uno spazio di rette.  
 

3.4 - Gli spazi proiettivi della geometria sintetica come 
spazi join 

Sia dato uno spazio geometrico (H, B, I). Chiamiamo punti 
gli elementi di H e rette gli elementi di B.  Riprendendo le 
definizioni date in (Beutelspacher, Rosembaum, 1998), diamo 
la seguente: 

 
Definizione 3.5 Diciamo che (H, B, I) è uno spazio proiettivo 

se valgono i seguenti assiomi: 
(A1) ∀a, b∈H, a ≠ b, esiste una sola retta r∈B tale che aIr, 

bIr, e si scrive r = ab; 
(A2) (assioma di Veblen-Young) Siano a, b, c, d quattro 

punti distinti. Se la retta ab interseca la retta cd, allora la retta 
ac interseca la retta bd; 

(A3) Data una retta r esistono almeno tre punti incidenti 
con r; 

(A4) Esistono almeno due rette. 
In termini di iperstrutture algebriche, dato lo spazio 

proiettivo (H, B, I), resta definita una iperoperazione σ: H×H 
→ ℘*(H) che ad ogni coppia (a, b) di elementi distinti di H 
associa la retta ab, con almeno tre punti. Ponendo a σ a = {a} si 
ottiene che σ è una iperoperazione commutativa, 
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riproducibile, associativa e idempotente, per cui (H, σ) è un 
ipergruppo commutativo idempotente. Sia a ≠ b. Per ogni 
x∈aσb è anche a∈bσx e viceversa (altrimenti, in caso 
contrario, esisterebbero due rette passanti per x e b, una 
contenente a e l’altra non contenente a). Quindi, tenuto conto 
dell’assioma (A2), (H, σ) è uno spazio join chiuso di rette. 
Come casi particolari si ottengono tutti gli spazi proiettivi finiti. 

 

4 - Probabilità soggettiva, misure di incertezza e 
spazi join ordinati  

4.1 - La coerenza di una assegnazione di probabilità 

Richiamiamo alcuni concetti di probabilità soggettiva 
coerente e la sua rappresentazione geometrica (de Finetti, 
1970; Coletti, Scozzafava, 2002; Maturo, 2003, 2006).  

La coerenza di una assegnazione di probabilità p = (p1, p2, 
…, pn) su una n-pla E = (E1, E2, …, En) di eventi è definita a 
partire da una ipotetica scommessa su una n-pla di vincite S = 
(S1, S2, …, Sn).  

Per ogni i ∈{1, 2, …, n} un individuo A, lo scommettitore, 
paga la puntata piSi a un individuo B, la banca, e, se l’evento Ei 
si verifica, A riceve da B la vincita Si. If Si < 0 il verso della 
scommessa è invertito, ossia B paga la puntata e A paga la 
vincita. 

Il guadagno totale GA di A è dato dalla formula: 
          GA, p, S = (|E1| – p1) S1 + (|E2| – p2) S2 + … + (|En| – 

pn) Sn.        (4.1) 
dove |Ei| = 1 se l’evento Ei è verificato e |Ei| = 0 se Ei non 

è verificato. 



Periodico di Matematica (IV) Vol. V (3) settembre 2023, ISSN: 2612-6745 
 

150 

 

Gli atomi associati all’insieme di eventi E = {E1, E2, …, En} 
sono le intersezioni A1∩A2∩…∩An, con Ai∈{Ei, -Ei}, differenti 
dall’evento impossibile ∅.  

Sia At(E) l’insieme degli atomi. Allora GA(p, S) può essere 
interpretato come la funzione: 

GA, p, S:  a = A1∩A2∩…∩An∈At(E)→(|E1|–p1) S1 + (|E2|–
p2) S2 +…+ (|En|–pn) Sn.                                                                                           
(4.2) 

 
Definizione 4.1. Una assegnazione di probabilità p = (p1, p2, 

…, pn) su una n-pla E = (E1, E2, …, En) di eventi si dice 
coerente se:  

∀S = (S1, S2, …, Sn) ∈ Rn, esistono a, b∈At(E) tali che GA, p, 

S(a) ≥ 0 and GA, p, S(b) ≤ 0.   
Possiamo osservare che la precedente definizione implica 

una iperoperazione. Sia Λ un’algebra of contenente l’insieme 
E. Allora Λ contiene anche At(E) e possiamo definire 
l’iperoperazione α su Λ: 

                          α: (A, B)∈ Λ×Λ→At(A, B).                                
(4.3) 

 

4.2 - Involucro convesso in un spazio join ordinato e 
coerenza 

Sia (H, σ) uno spazio join ordinato. Dalle proprietà 
associativa e commutativa, per ogni a1, a2, …, an∈H esiste un 
solo blocco a1σ a2σ …σan generato da (a1, a2, …, an) e questo 
blocco dipende solo dall’insieme {a1, a2, …, an} e non 
dall’ordine degli elementi. Per l’idempotenza possiamo 
ridurci al caso in cui a1, a2, …, an sono distinti.  
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Definizione 4.2 Per ogni A ⊆ H, A ≠ ∅, l’involucro convesso 
di A, in (H, σ), è l’insieme  

[A]σ = {x∈H: ∃n∈N, ∃ a1, a2, …, an∈A : x ∈ a1σ a2σ …σan}. 
Se A è finito allora [A]σ si dice politopo generato da A. 
Sia E = (E1, E2, …, En) una n-pla di eventi e sia At(E) 

l’insieme degli atomi associati ad E. Per ogni a = 
A1∩A2∩…∩An∈ At(E), sia xi(a) =1 se Ai = Ei e xi(a) = 0 se Ai = 
- Ei. L’atomo a è identificato con il punto (x1(a), x2(a), …, 
xn(a))∈Rn. Dalla definizione 4.1, si deduce il seguente teorema: 

Teorema 4.1. Sia (Rn, ε) la geometria join euclidea. 
L’assegnazione di probabilità p = (p1, p2, …, pn) sulla n-pla di 
eventi E = (E1, E2, …, En) è coerente se e solo se p∈[At(E)]ε.  

Il teorema 4.1 apre la strada all’introduzione di misure di 
incertezza differenti dalla probabilità, introducendo per 
analogia con la condizione del teorema 4.1, il concetto di 
coerenza rispetto ad un generico spazio join ordinato non 
euclideo. Precisamente possiamo introdurre la seguente 
definizione: 

Definizione 4.3 Sia (Rn, σ) uno spazio join ordinato (in 
particolare una geometria join). L’assegnazione di misure di 
incertezza m = (m1, m2, …, mn) sulla n-pla E = (E1, E2, …, En) di 
eventi è coerente se e solo se p∈[At(E)]σ.  

Un esempio di geometria join non euclidea è il seguente: 
Esempio 4.1. Sia H = Rn e sia κ l’iperoperazione che ad ogni 

(a = (a1, a2, …, an), b = (b1, b2, …, bn))∈H×H associa il prodotto 
cartesiano dei segmenti aperti Ir con estemi ar e br 
appartenenti a (R, ε). Si può dimostrare che (H, κ) è una 
geometria join, detta geometria join cartesiana. 

Un altro esempio di geometria join non euclidea con 
supporto Rn si ottiene considerando una opportuna 
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iperoperazioni σ che ad ogni (a, b)∈H×H associa una 
particolare curva di estremi a, b. Il politopo [At(E)]σ è una 
deformazione di quello euclideo ottenuto sostituendo i 
segmenti con tali curve. 

Alcune applicazioni di spazi join ordinati non euclidei a 
problemi di Architettura e Urbanistica si trovano in (Ferri, 
Maturo, 2001a, 2001b). In tali lavori il problema di un sistema 
di tassazione equa degli immobili porta a considerare una 
partizione fuzzy del territorio. Si introducono ipergruppi e 
spazi join associati alla partizione fuzzy che sembrano essere 
particolarmente significativi.  
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